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Sectiunea A

1. Fie n € N*. Decideti daca limita

T1xX2...Tp

lim 2 2 2
(x1,@2,.,xn)—=(0,0,....0) X7+ x5+ ...+ T

exista. In caz afirmativ, determinati-o.

Solutie: Notam limita din enunt cu L,,.

Pentru n = 1, L; = lim —, care nu exista (1p), deoarece limitele laterale sunt diferite

z—0 T
(1p). o
Pentru n = 2, oricum ne-am lua A € R\ {0} avem lim 3~2— = A++l (3p), deci Ly nu
n—00 TTQ"!‘?
exista (1p).
Pentru n > 3, ’x%ﬁ%ixixg < éf;% Nwgzy . oxpy] < %|x3x4...xn| (3p), deci L, =0

(1p). O

2. Fie G gi H doua subgrupuri ale grupului aditiv Q/Z. Aratati ca G si H sunt izomorfe
daca gi numai daca ele sunt egale.

Solutie: ,,<": Evident.

,=": Pentru orice izomorfism de grupuri ¢ : G — H si orice a € G are loc ord(y(a)) =
OTA(Q) e 2p
Oricare ar fi a € 2, ord(a) este finit .......... ..., 3p

Oricare ar fi n € N*, % are un unic subgrup cu n elemente, notat U, ................ 3p



Fie a € G de ordin n. Atunci | < a > | = n, deci < a >= U,. Analog < ¢(a) >= U,,
deci a €< p(a) >C H. Prin urmare, G C H. Analog, H CG. ...................... 2p
Total ..o 10p 0O

. Fie numerele reale a, b, ¢, d cu proprietatea ca a, b, ¢ nu sunt toate nule. Determinati
distanta de la planul de ecuatie ax +by +cz+d = 0 la paraboloidul de ecuatie z = 22+ /2.

Solutie: Notam planul din enunt cu «, paraboloidul cu P, iar distanta ceruta cu D.
Observam ca daca a NP = (), atunci D va fi distanta dintre « i unul dintre punctele de
tangenta ale planelor tangente la P care sunt paralele cu P (1p).

Vom cauta aceste puncte impunand conditia ca directia normala la plan sa coincida cu
directia normala la paraboloid in punctul ,,generic”.

Daca ¢ = 0, a || Oz, deci, intrucat proiectia lui P pe (zOy) e intregul plan (zOy),
anNP #0, deci D =0 (2p).

Daca ¢ # 0, conditia relativa la directiile normale se concretizeaza in punctul de tangenta

2132 v . YRR, . .
(20, Yo, 20) = (—i, —2% “4ij )(2p). Cu aceasta ocazie se constata ca P admite un singur

a+b =0

plan tangent paralel cu «, pe care il notam cu 3 gi care are ecuatia ax+by+cz + %

(1p).
Daca planul « si originea sunt de aceeasi parte a planului § (ideea acestei discutii (1p)),
situatie caracterizata de conditia

2 b2 2 b2
(0—“ + )(d—a Jcr )20(:)4cd§a2+62,

atunci a NP # 0, deci D =0 (1p).
Daca planul « si originea sunt de o parte si de alta a planului 3, situatie caracterizata de
conditia 4ed > a? + b?, atunci D va fi egali cu distanta de la punctul (zg, yo, 20) la planul
a, deci

laxo +byo + czo +d|  ded —a® — b

D =
Va2 +b? + 2 4|c| a? 4+ b? + ¢?

(2p). O

. Consideram un corp finit K de caracteristica diferita de 2 i astfel incat |K| > 5. Aratati
ca orice element al lui K se poate scrie ca suma de trei patrate de elemente nenule din K.

Solutie: Fie S = {z*|z € K*}. Atunci |S| = |K|_1 .................................. 1p
Fie Sy = SU{0}. Atunci |Sy| = |K|+1 |K| Dec1 So + So = K (folosind ca: oricare ar fi
G grup abelian finit si oricare ar fi A Q G cu [A] > \G|/2 arelocG=A+A) ....... 2p
Fie N = K*\ S. Atunci SN N = §,|S| = |[N| = lK‘ ; pentru orice z € S,zS = S si
TN = N 1p

Pentru orice a € K\ {—1,1}, ludnd 2 = “+ £ 0siy =21t #0avema=12?—y* ..2p
PentruorlcenENexlstaabGK\{O}cun—a +0?, deci NCS+S ........... 1p



Cum |K| > 7, existd a € S\ {—1,1}. Pentru astfel de a, existd y # 0 cu a = 2% — y°.
Rezultd ca 22 € S+ S, deci S = 225 C (S+S5)S = S+ 5. Prin urmare, K* C S+S. 1 p
Avem S+ S+ S 2D K*+ Ssi |[K*+ S| > |K*|, deci |S+ S+ S| > |K| — 1. Daca exista

€K\ (S+S+8)rezulta £ =0 ..o.uii 1p
Fie a # 0, rezultd —a? € S + S, de unde deducem existenta elementelor b,c € K* astfel
incat —a? =0>+c2 deunde 0 =a? + 0%+ . 1p

Total ..o 10p 0O



