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SECTIUNEA B - SOLUTII SI BAREME

Problema 1. Considerim matricea A = I,, — 2XXT, unde X = (x4, x5, ..., x,)T € R™, pentru care
Xp+xy+ o+ x, #0sixt+ x5+ -+x2=1,
a) Sa se arate ca matricea A este ortogonala.
b) Aflati valorile proprii ale matricei A si determinati o baza in raport cu care matricea A are
forma canonica Jordan.
¢) Determinati X, stiind ci (1,1, ...,1)7 este un vector propriu pentru A.
Solutie. a) Observam ca

A2 = (I, — 2XXT)(I, — 2XXT) = I, — 4XXT + 4XXTXX"T = I,
AE0AreCe XTX =< X, X > = [l X 1122 Luooroeoeeeeee ettt 1p
De asemenea, se observa ca
AT = (I, —2XXT)T =1, — 2(XxT)T = A.
Deci, A2 =1, A1 =A=AT © A — 0ortogonali. ........cccececevriieeeriieeieeeeeeeeee s 1p

b) Deoarece A este simetrica rezultd ca este diagonalizabila si toate valorile sale proprii sunt
numere reale. Cum A conserva norma euclidiana, rezulta, pentru A — valoare proprie si U - vector
propriu corespunzator lui 4, ca

I U =1 AU lI=Il AU NI= [A] I U I,
deci A poate avea doar valorile Proprii dt1.......ccuviiiiieiiecie e 1p

Mai mult, observam cd A = 1 daca si numai daca < X, U >= 0, deci subspatiul de vectori
proprii corespunzator valorii proprii 1 este format din toti vectorii ortogonali pe X, de dimensiune
n-1. Vom nota |x;| = max |x;| > 0, deoarece |l X ll= 1. Presupunem U = (a3, ., )T, Atunci

1=1,...,n
aix; + -+ apxy, = 0. Punand ay, = 1, pentru k # j, si a; = 0, pentru i # k,j obtinem a; =

—%, deci vectorii Vi, ...,V,,_,, care au pe componenta k # j valoarea 1 iar pe componenta j
]

X - . . - .
valoarea — x—k, genereaza subspatiul propriu corespunzator luid = 1. ..o, 3p
j

Pentru —1 avem, evident, V;, = X. O baza in care A are forma diagonala este {V, ..., V, }. ......... 1p

c¢) Avand in vedere punctul b), putem avea AU = U sau AU = -U.



1. AU=SURU-XXTU=Ue2<X,U>X=0<X,U>=09x++x, =0,
CEEA CE CONIAZICE IPOLEZA. ..vveveerrieieesiierieeteeeiee st e ste et ettt ste et r e be e sreeteenee e 1,5p
2. AU =-U & Xsi U sunt coliniari. Cum || X ||I= 1, rezulta ca

X =+—(,...1D)7.
n

Problema 2. Se considera sirul de numere reale (x,),s1, definit prin

1
Xp = Z :,VHZ].

1<i<jsn

Sa se studieze natura seriei

(o]

Z 1
al
X

n=1"

unde a este un parametru real.

Solutie. Observam ca

1 1y2 1 1 L, vl
an = <1+§+"'+;> —(1+2—2+"‘+F) = Yn —Zﬁ
k=1
Cumsirul y, =1+ % + -4 % este nemarginit iar Z;‘{;lniz este convergenta, deci sirul S,, =
’;zlkiz este marginit, rezulta ca (x;,),,»1 €Ste NEMArginit. ...........ccovvvviiiiiriiiiiiniiennn.n. 2p

Mai departe, notand c,, = 1 +§+ +%— Inn=y,—Inn, ... 2p

putem scrie

2 o 1 2 2 o 1
2xn=yn—zﬁ=cn+2cnlnn+ln n_Zﬁ
k=1 k=1

2x, 2 Cn
= 42 41—
In?n  In2n Inn In%n

S,.

Dar (c,) este convergent si are limita c. Atunci

o 1. 1 . 9
si deci seriile Y57 — 8 Ymea e auaceeasi naturd. ... 1p
n



Tn mod evident, a doua serie este divergenta pentru orice a < 0. Pentru a > 0 sirul tinde
descrescator la 0 si putem aplica criteriul condensarii, obtinand ca Z;‘fzzﬁ are aceeasi natura
Ccu seria Yo, 2™
este 2).

care este divergenta pentru orice o > 0 (limita din criteriul raportului

n2ap2al’

~ . . 1 - < H
In concluzie, seria Z;’{;lx—a este divergenta pentruorice @ E R. ......cooviviiiiiiiiiiiiieee e 2p
n

Problema 3. Fie V un spatiu vectorial real, de dimensiune finita, si T,S:V — V doua aplicatii
liniare, cu proprietatile T o S =T siSoT = S.

a) Sasearate carang T =rang S.
b) Sa se arate ca daca aplicatiile T si S au aceeasi imagine, atunci S = T.

Soluyie. a) Din teorema dimensiunii pentru aplicatii liniare, avem:

dim(ImT) = dim V — dim(Ker T) & rang T = n — dim(Ker T).

Vom arata ca, in ipotezele date, Ker T = Ker S.

Daca S(x) = 0. Atunci T(S(x)) =0 T(x) =0, deci KerS c KerT si analog invers. In
consecingd, n —rang T =n —rangS © rang T = 1ang S. .......coiiiininiiiiiiiiiininnein, 2p

b) Aritam ci S si T sunt proiectii (S2 =SsiT?=T). Avem (§0T)oS=S50S5siSo(ToS) =
SoT = §,astfelincatS o S = S.AnalogsedemonstreazacaT o T =T.......ccoevvvvininnnannn... 3p

Fie x € V, arbitrar, deci T(x) € ImT = Im S; existd y € V astfel incat T(x) = S(y), de unde
S(T(x) =5(5G) =S() =Tx)

si, pe de alta parte, din ipoteza, S o T = S, deci S(T(x)) = S(x), astfel incat T (x) = S(x), oricare
Ar i X E 1, AdiCA T = S oo 3p

Problema 4. Fie ¢ > 1si f: [0, c] —» R o functie continua, crescatoare, cu f(0) = 0si f(1) = 1.
Sa se calculeze

1
lim—
tNO t

[reateer o= pepax
0

Solurie. Pentru inceput, vom arata ca

1 1
g$;f0@+wy<ﬂ@ﬁw=fmj—fm)



Fie t € [0,c — 1]. Folosind schimbarea de variabila y = x + t, obtinem

t+1

fl fctode= | f)dy.

t+1 1

! lflu +0 - f@)dr=tm| [ f@ax - [ oo | = tmire+ -0 =
im= [ (£ + 0 = f@)ax =lim=| [ feodx = | fdx | = lim(r ) =

= f(1) = £(0),
conform regulii Tui PHOSPItal. .. ... e 3p

Vom arata ca, pentru orice functie f: [0, c] —» R, continua si crescatoare, avem

tNO

limlf(f(x +t)— f(x))?dx =0

t) -
Fie

(

g:l0,c—1] > Rg(6) =

\ £ - £(0), dacit = 0.

Functia g este continua, deci marginita. Exista M > 0 astfel Incat, pentru orice t € (0,¢ — 1],
0<g(t) <M.

1
%f(f(x+t)—f(x))dx, dacit € (0,c — 1];
0

Functia f este uniform continua. Rezulta ca, pentru orice € > 0, exista §, > 0, §, < ¢ — 1, astfel
incat, pentru orice x € [0,1] si orice t € (0,6,), avem

0Sf(x+t)—f(x)<§.

Deci, pentru orice t € (0, 5,), rezulti

0< %Oj(f(x + o) — F(0)2dx < %Ojﬁ(f(x+ 0 - f))dx =59 (D) <= <,
deci, 13551% S QA E) = FO)2AX = 0. 4p

1 1
c[r@(ra+ 0 - reo)ax =
0

1 1
1 1 2
— o [+ 0 - F@dx -5 [ (G 0 - F@) .
0 0

Obtinem 13\1101% Jy FEOF e+ 8) = F())dx = (FA)D? = (FOND) =5 oo 3p



