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Problema 1. Considerăm matricea 𝐴 = 𝐼𝑛 − 2𝑋𝑋𝑇, unde 𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)
𝑇 ∈ ℝ𝑛, pentru care 

𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛 ≠ 0 şi 𝑥1
2 + 𝑥2

2 +⋯+ 𝑥𝑛
2 = 1. 

a) Să se arate că matricea A este ortogonală. 

b) Aflaţi valorile proprii ale matricei A şi determinaţi o bază în raport cu care matricea A are 

forma canonică Jordan. 

c) Determinaţi 𝑋, ştiind că (1,1,… ,1)𝑇 este un vector propriu pentru A. 

 

Problema 2. Se consideră şirul de numere reale (𝑥𝑛)𝑛≥1, definit prin  

𝑥𝑛 = ∑
1

𝑖 ∙ 𝑗
, ∀𝑛 ≥ 1.

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

 

Să se studieze natura seriei  

∑
1

𝑥𝑛
𝛼 ,

∞

𝑛=1

 

unde 𝛼 este un parametru real. 

 

Problema 3. Fie V un spaţiu vectorial real, de dimensiune finită, şi 𝑇, 𝑆: 𝑉 → 𝑉 două aplicaţii 

liniare, cu proprietăţile 𝑇 ∘ 𝑆 = 𝑇 şi 𝑆 ∘ 𝑇 = 𝑆. 

a) Să se arate că rang T = rang S. 

b) Să se arate că dacă aplicaţiile T şi S au aceeaşi imagine, atunci S = T. 

 

Problema 4. Fie 𝑐 > 1 şi 𝑓: [0, 𝑐] → ℝ o funcţie continuă, crescătoare, cu 𝑓(0) = 0 şi 𝑓(1) = 1. 

Să se calculeze 

lim
𝑡↘0

1

𝑡
∫𝑓(𝑥)(𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥))𝑑𝑥.

1

0

 

 

Timp de lucru: 4 ore. 


