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Problema 1
Gasiti functiile f: R - (0,0) de clasd C? care au proprietatea ca exista a > 1 astfel incat

' Ef@) = a(f/(®)’, vxeR

Solutie
L . . 1
Calculul primei derivate a functiei Gooyt
( 1 ) __@=Df'x) 1p
fe () fex)
Calculul celei de-a doua derivate a functiei ;_
FE)*t ,
1\ f"@f @) — a(f'(x) 2
— =—(a—1) — <0
fe (0 frei(x)

1
fa—l

Observarea faptului ca singurele functii concave si pozitive (definite pe R) sunt
functiile constante.

Deci, tocmai am aflat ca functia este o functie concava si pozitiva.

2p

Demonstratia faptului ca singurele functii concave si pozitive sunt cele constante. 5p

Problema 2
Determinati matricile A € M, (Z) care satisfac relatia
202542025 = A2024 4 22023 4 ... 4 4,

Solutie
Fie A valoare proprie a lui A. Aratdam maiintaica 1] < 1.
Daca |A| > 1, atunci |1]2°%% > |A|¥, pentru fiecare k € {1,2, ...,2024} si prin urmare
2025|2|2025 > |1|202% +|1|2923 + ... + |A|. Dar
2025|2]2025 = |22024 1 220 4+ A| < |2)%0%% + |A]2023 + - + |1 3p
de unde obtinem contradictia

Cum |1] < 1 avem ca exista n, € N astfel incat 1p

1
|AlF < — Mk >n
2n 0
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Atunci, pentru k = n, avem

k 1 2p
|Tr(A")| = =

sicum Tr(4%) € Z obtinem Tr(4¥) = 0 1p
Cu sume Newton obtinem ca toate valorile proprii sunt 0, deci A" = 0,,.

Daca m, € Z[X] este polinomul minimal al lui A, atunci avem
my|(X™,2025X2025 — x2024 _ x2023 _ ... — X) = m,|X, 3p
decid =0,

Problema 3
Fie f:[0,00) = R o functie derivabild in 0 cu f(0) = 0. Determinati

12" nx
im=| f (—) dx

n—-oon on X
Solutie

Fie ¢ > 0. Daca f este derivabila Tn 0, atunci exista §, > 0 astfel incat, pentru orice

0 <t<d,, este valabilda urmatoarea inegalitate |m —f’(0)| < g, adica

IF(O) — F'(O)¢] < et. 2P
Din lim (n+1ln2 _ 0, atunci exista n, € N astfel Tncat pentru orice n = n,, avem
n—-oo

1p
(n+1)In2
BT <6,

n+1
Fie n >n,. Pentru orice x € [2",2""1]avem 0 <x 2 (i O. si
2n 2n
2p
Inx Inx Inx
r () -ro3<e3
. . 2nt1 Inx n+1 Inx
Prin integrare obtinem [, |f( ) f' (0) —dx.
Din |f2n+1 [f (1n_) _ f’(O) ln_] dx| < f2n+1 f(lnx)
Zn x x Zn
2+ 1 1) [ f(ln —)ax
nx nx n
15 [ () = 7@ dx| < e, 2 dx, adica zfzmed f (0)‘ <e
2n X
Deci
2nt1  rlnx
I S (T) dx 3p
lim = f'(0)

n—oo f2n+1 Inx
2n X
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. 2™l nx __In%x |pn+1 _ (2n+1)In?2 .
Din fzn —dx=—"m =7 rezulta ca
f2n+1lnx
lim Z2—*— = In22,
n—-oo
. i, . . < 2ntl )
Din relatiile (1) si (2) de mai sus, rezulta ca lim %fzn f (%) dx = f'(0) In?2. 2p
n—-oo
Problema4

Fie A, B € M,,(C). Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) Pentru orice matrice C € M, (C) existd matricele X,Y € M,,(C) astfelca AX + YB = C;
2) Pentru orice matrice C € M, (C) exista matricele U,V € M, (C) astfel ca AU + VB? = C.
Solutie

2) — 1):Dacd A’U + VB? =Cluam X = AU,Y = VBsiavemAX +YB =C 2p
Aratdm ca 1) & 3), unde afirmatia 3) este:
detA # O0saudetB + 0. 1p

3) — 1): DacéddetA # 0ludmY = 0, si X = A™1C sise verificd AX + YB = C.
DaciddetA # 0ludam X = 0, siY = CB ' siseverificdA AX + YB=C 1p

1) — 3): Folosind metoda reducerii la absurd presupunem ca detA = detB = 0 si
aratam ca exista C € M,,(C) pentru care ecuatia AX + YB = C nu are solutii.
Deoarece det A = 0, liniile matricei A sunt liniar dependente. Exista transformari
elementare pe liniile matricei A astfel incat sa facem prima linie egala cu zero,
adica existd o matrice inversabila P pentru care P - A = A;, in care prima linie a
matricei A; are toate elementele egale cu 0. Similar, deoarece det B = 0, exista o
matrice ireversibild Q pentru care B - Q = B,, in care prima coloana a matricei B;

are toate elementele egale cu 0. 2p

Avem:
AX=YB=C & P A X +YB,Q~' = C & A,XQ + PYB, = PCQ (¥)
Alegand C = P~ - Q@ linrelatia (*) obtinem
AX,+YBi =1, (X;=XQ,Y, =PY),

care nu are solutie deoarece in pozitia (1,1) avem in stanga 0, iar in dreapta 1. 3p

Folosindu-ne de 3), afirmatia 1) — 2) este evidenta. 1p



