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SECŢIUNEA B

Solu̧tii şi barem de corectare

Problema 1. Fie A o matrice patratic¼a de ordinul n ale c¼arei elemente sunt �e a �e b, unde a si b
sunt doua numere reale diferite, strict pozitive, astfel încât rangA = 2 şi pe �ecare linie şi coloan¼a a
matricei A se a�¼a cel pu̧tin un a şi cel pu̧tin un b.
a) Ar¼ata̧ti c¼a oricare dou¼a coloane ale lui A care încep cu acelaşi element sunt egale.
b) Fie U şi V dou¼a matrice p¼atratice cu elemente 0 sau 1 astfel încât A = aU + bV . Ar¼ata̧ti c¼a

rangU = rang V = 2.
Solu̧tie şi barem de corectare. a) Fie k un indice de coloan¼a pentru care a1k 6= a11 şi p un indice de
linie pentru care ap1 6= a11 - aceştia exist¼a, cf. ipotezei. Evident, ap1 = a1k. Atunci este uşor de v¼azut

c¼a � :=

���� a11 a1k
ap1 apk

���� 6= 0.
Vom ar¼ata c¼a toate coloanele Aj ale lui A pentru care a1j = a11 sunt egale şi, evident, toate coloanele

Aj pentru care a1j = a1k sunt egale.
Fie Aj; j 6= 1 o coloana astfel încât a1j = a11. Pentru ca rangA = 2 şi � 6= 0 rezult¼a c¼a Aj este o

combina̧tie liniar¼a unic¼a a coloanelor A1 şi Ak :

Aj = �A1 + �Ak; �; � 2 R:
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
Atunci, �

�a11 + �a1k = a1j = a11
�ap1 + �apk = apj

,
�
�a11 + �a1k = a1j = a11
�a1k + �apk = apj

Observ¼am c¼a nu putem avea apj = a11; pentru c¼a luând minorul format cu linia q care coņtine
aqj = a1k (sau, echivalent, aqj 6= a11 ) ob̧tinem

� :=

������
a11 a1k a1j
ap1 apk apj
aq1 aq2 aqj

������ =
������
a11 a1k a11
a1k apk a11
aq1 aq2 a1k

������ =
������

a11 a1k a11
a1k � a11 apk � a1k 0
aq1 aq2 a1k

������ :
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
Dac¼a apk = a1k, atunci � = (a1k � a11) � (a21k � a11aq2) 6= 0.
Dac¼a apk = a11, atunci

� = (a1k � a11)

������
a11 a1k a11
1 �1 0
aq1 aq2 a1k

������ = (a11 � a1k)
���� a1k + a11 a11
aq2 + aq1 a1k

���� 6= 0;
deoarece aq2 + aq1 2 fa11 + a11; a11 + a1k; a1k + a1kg.
Dar în ambele situatii ar rezulta c¼a rang A � 3, contrazicând ipoteza. Astfel, apj = a1k şi, din

unicitatea solutiei sistemului, rezult¼a � = 1 şi � = 0, adic¼a Aj = A1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p



b) Dac¼a ai;j = a, atunci

a = a � uij + b � vij ) a � (1� uij) = b � vij:

Cum uij; vij 2 f0; 1g şi a 6= b, avem 1� uij = vij = 0.
Analog, dac¼a aij = b, atunci uij = 1� vij = 0.
Astfel, U şi V sunt unic determinate:

uij =

(
1; aij = a;

0; aij = b;
şi vij =

(
0; aij = a;

1; aij = b:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
Deoarece în A exist¼a un minor de tipul����a b

b ?

���� sau

����b a
? b

���� ;
rezult¼a c¼a în V exist¼a un minor de tipul ����0 1

1 ?

���� sau

����1 0
? 1

���� ;
deci rang V � 2. Analog, rangU � 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Pe de alt¼a parte, conform punctului a), coloanele lui U şi, respectiv, V , care încep cu acelaşi element,

sunt egale, deci rangU � 2 şi rang V � 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p



Problema 2. Fie (an) un şir de numere reale convergent la ` 2 R cu proprietatea c¼a an 6= `;8n 2 N.

a) Presupunem c¼a şirul (an) este monoton. Studia̧ti limita şirului ([an]) şi ar¼ata̧ti c¼a seria
1X
n=1

(�1)n an
n

converge, iar seria
1X
n=1

[(�1)n an]
n

diverge.

b) Studia̧ti limita şirului ([an]) şi natura seriilor de la punctul a) în cazul general (în care şirul poate
� nemonoton).
(Not¼a: Prin [x] not¼am partea întreag¼a a num¼arului real x:)

Solu̧tie şi barem de corectare. a) În cazul în care ` =2 Z, şirul ([an]) va converge la [`] ; f¼ar¼a a �
nevoie s¼a folosim monotonia. Într-adev¼ar, vom avea c¼a exist¼a " > 0 astfel încât

[`] < `� " < ` < `+ " < [`] + 1: (1)

Cum şirul converge la `; to̧ti termenii de la un rang încolo vor � în intervalul (`� "; `+ ") ; deci exist¼a
n0 2 N astfel încât [an] = [`] ;8n � n0: Atunci [an]! [`] : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Presupunem acum ` 2 Z. Dac¼a şirul este descresc¼ator, vom avea c¼a exist¼a n0 2 N astfel încât

` < an < `+ 1;8n � n0; (2)

deci [an] = `;8n � n0: Atunci [an]! `: În cazul în care (an) este cresc¼ator, deoarece an 6= `;8n 2 N, va
exista n0 2 N astfel încât

`� 1 < an < `; 8n � n0; (3)

deci [an] = `� 1;8n � n0: Atunci [an]! `� 1: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
În cazul în care (an) este monoton, deoarece este şi m¼arginit �ind convergent, prima serie este

convergent¼a conform criteriului lui Abel. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Ne ocup¼am în continuare de cea de-a doua serie. Consider¼am mai întâi cazul ` =2 Z. În acest caz,

nu avem nevoie de monotonia şirului pentru a ar¼ata divergeņta. Într-adev¼ar, pentru " > 0 astfel încât
(1) este adev¼arat¼a, deoarece an ! `; vom avea c¼a exist¼a n0 2 N astfel încât, pentru orice n � n0;

[`] < `� " < (�1)2n a2n < `+ " < [`] + 1 şi � [`]� 1 < (�1)2n+1 a2n+1 < � [`] :

Atunci

[(�1)n an] =
�
[`] ; n = par,
� [`]� 1; n = impar.

Seria va deveni
1X
n=1

[(�1)n an]
n

=
1X
n=1

(�1)n [`]
n

�
1X
n=1

1

2n+ 1
;

care este divergent¼a.
Presupunem acum c¼a ` 2 Z. Dac¼a (an) este descresc¼ator, atunci vom avea din (2) c¼a exist¼a n0 2 N

astfel încât, pentru orice n � n0;

[`] = ` < (�1)2n a2n < [`] + 1 şi � [`]� 1 < (�1)2n+1 a2n+1 < � [`] :

În cazul în care (an) este cresc¼ator, vom avea din (3) c¼a exist¼a n0 2 N astfel încât, pentru orice n � n0;

[`]� 1 < (�1)2n a2n < [`] şi � [`] < (�1)2n+1 a2n+1 < � [`] + 1:

În ambele cazuri, rezult¼a divergeņta ca mai sus. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p
b) Dac¼a ` =2 Z, am ar¼atat mai sus c¼a [an]! [`] :



În cazul în care ` 2 Z, putem de�ni şirul

an :=

8><>:
`� 1

n
; n = par,

`+
1

n
; n = impar.

Atunci an ! ` şi

[an] =

�
`� 1; n = par,
`; n = impar.

Evident, nu exist¼a limita şirului [an] : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Vom ar¼ata c¼a prima serie nu este neap¼arat convergent¼a. Pentru

an :=
(�1)n

ln (n+ 1)
;

vom ob̧tine seria
1X
n=1

1

n ln (n+ 1)
�

1X
n=2

1

n lnn
;

divergent¼a. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
A doua serie nu este neap¼arat divergent¼a dac¼a ` 2 Z. Pentru

an := `+
(�1)n

n
! `;

vom ob̧tine

(�1)n an =

8><>:
`+

1

n
; n = par,

�`+ 1

n
; n = impar.

Atunci

[(�1)n an] =
�
`; n = par,
�`; n = impar,

iar seria devine
1X
n=1

(�1)n `
n

;

care este în mod evident convergent¼a. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p



Problema 3. Fie A;B 2Mn(C) astfel încât A2 = B2 = In şi AB +BA = �2(A+B + In).
Demonstra̧ti c¼a:
(a) AB = BA;
(b) rang(A+ In) + rang(B + In) � n.

Solu̧tie şi barem de corectare. a) Fie C = A+ In şi D = B + In. Atunci CD = AB + A+ B + In
şi DC = BA + A + B + In. Rezult¼a c¼a CD +DC = AB + BA + 2(A + B + In) = On. De asemenea,
In = A

2 = (C � In)2 = C2 � 2C + In, ceea ce conduce la C2 = 2C şi, în mod similar, D2 = 2D. . . . 3p
În continuare, avem

CD = �DC = �1
2
D2C =

1

2
D(�DC) = 1

2
(DC)D =

1

2
(�CD)D = �C

�
1

2
D2

�
= �CD;

deci CD = On, ceea ce conduce şi la DC = On. În conseciņt¼a, AB � BA = CD � DC = On, deci
AB = BA. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
b) Avem (C+D)2 = C2+D2+CD+DC = 2C+2D. Împreuna cu C2 = 2C şi D2 = 2D, rezult¼a c¼a

C, D şi C +D veri�c¼a ecua̧tia X2 = 2X, deci toate cele trei matrice sunt diagonalizabile şi au valorile
proprii din muļtimea f0; 2g. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
În conseciņt¼a, rangC = 1

2
TrC, rangD = 1

2
TrD şi

rang(C +D) =
1

2
Tr(C +D) =

1

2
TrC +

1

2
TrD = rangC + rangD:

Atunci rang(A+ In) + rang(B + In) = rang(C +D) � n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
Egalitatea are loc dac¼a şi numai dac¼a C + D este inversabil¼a, ceea ce din (C + D)2 = 2(C + D)

conduce la C +D = 2In, deci A+B = On. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p



Problema 4. Consider¼am f : R ! R, o funçtie impar¼a, de clas¼a C2025; pentru care f (2k+1) (0) = 0
pentru orice k = 1; 1011 şi f (2025) (0) > 0:
a) Ar¼ata̧ti c¼a exist¼a " > 0 astfel încât seria

1X
n=1

1

n
ln

�
1 +

1

nf(x)

�
converge pentru orice x 2 (0; ") :
b) Pentru �ecare x 2 (0; ") ; not¼am suma seriei precedente cu S (x) şi g (x) =

1

S (x)
: Studia̧ti

convergeņta seriei
1X
n=1

g

�
1

n�

�
;

unde � > 0.
Solu̧tie şi barem de corectare. a) Deoarece f este impar¼a, va rezulta f 0 par¼a, apoi f 00 impar¼a, f 000

par¼a etc. Atunci f (0) = f 00 (0) = ::: = f (2024) (0) = 0: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
În �nal, folosind şi ipotezele problemei, va rezulta din formula lui Taylor c¼a, pentru orice x > 0;

exist¼a cx 2 (0; x) astfel încât

f (x) =
f (2025) (cx)

2025!
� x2025: (�)

Cum f este de clas¼a C2025 şi f (2025) (0) > 0; va exista " > 0 astfel încât f (2025) > 0 pe (0; ") ; deci folosind
(�), vom avea c¼a f (x) > 0; pentru orice x 2 (0; ") : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Folosind criteriul de compara̧tie cu limit¼a, vom avea, pentru �ecare x 2 (0; ") �xat, c¼a

1X
n=1

1

n
ln

�
1 +

1

nf(x)

�
�

1X
n=1

1

nf(x)+1
;

care este convergent¼a. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
b) Observ¼am, pentru început, c¼a S (x) � ln 2; pentru �ecare x 2 (0; ") ; deci g este bine de�nit¼a.
Pentru �ecare x 2 (0; ") �xat, consider¼am funçtia hx : (0;1)! R, cu

hx (t) = t ln
�
1 + tf(x)

�
:

Aceasta este în mod evident strict cresc¼atoare, deci hx

�
1

t

�
este strict descresc¼atoare. Atunci, pentru

orice n � 1 şi x 2 (0; ") ; vom avea

hx

�
1

n

�
� hx

�
1

t

�
� hx

�
1

n+ 1

�
; 8t 2 [n; n+ 1] ;

deci

hx

�
1

n

�
�
Z n+1

n

hx

�
1

t

�
dt � hx

�
1

n+ 1

�
:

Vom ob̧tine prin sumare de la 1 la N şi, apoi, f¼acând N !1 c¼a

S (x) =

1X
n=1

hx

�
1

n

�
�
Z 1

1

hx

�
1

t

�
dt �

1X
n=2

hx

�
1

n

�
= S (x)� ln 2: (4)

Folosind punctul a), va rezulta c¼a integrala
Z 1

1

hx

�
1

t

�
dt converge. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p



Vom calcula limita

` = lim
x!0+

x2025 � S (x) (4)= lim
x!0+

x2025 �
Z 1

1

1

t
ln

�
1 +

1

tf(x)

�
dt:

Calcul¼am integrala

Ix =

Z 1

1

1

t
ln

�
1 +

1

tf(x)

�
dt:

Cu schimbarea de variabil¼a
1

tf(x)
= y; dt = � 1

f (x)
� y�

1
f(x)

�1dy

ob̧tinem

Ix =
1

f (x)
�
Z 1

0

ln (1 + y)

y
dy =

1

f (x)
� �

2

12
:

(Faptul c¼a
Z 1

0

ln (1 + y)

y
dy =

�2

12
rezult¼a prin dezvoltare în serie de puteri şi integrare termen cu termen,

dar este su�cient ca integrala s¼a �e convergent¼a la un num¼ar strict pozitiv). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
În plus, folosind (�) şi faptul c¼a f este de clas¼a C2025; ob̧tinem

lim
x!0+

f (x)

x2025
= lim

x!0+

f (2025) (cx)

2025!
=
f (2025) (0)

2025!
:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Atunci

` = lim
x!0+

x2025 � S (x) = lim
x!0+

x2025

f (x)
� �

2

12
=

2025!

f (2025) (0)
� �

2

12
> 0:

Va rezulta, pentru orice � > 0;

lim
n!1

n2025� � g
�
1

n�

�
= lim

x!0+

1

x2025 � S (x) =
1

`
> 0;

de unde, în baza criteriului de compara̧tie cu limit¼a,

1X
n=1

g

�
1

n�

�
�

1X
n=1

1

n2025�
;

adic¼a este convergent¼a dac¼a � >
1

2025
şi divergent¼a în rest. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p


