MARITIME
UNIVERSITY

WA O FUNDATIA
Al TRAIAN LALESCU  DELAMATEMATICA_ SPRE LUME.

Concursul National Studentesc de Matematica ,,Traian Lalescu”
Constanta, 8-10 Mai 2025
SECTIUNEA B

Solutii si barem de corectare

Problema 1. Fie A o matrice patratica de ordinul n ale carei elemente sunt fie a fie b, unde a si b
sunt doua numere reale diferite, strict pozitive, astfel incat rang A = 2 si pe fiecare linie si coloana a
matricei A se afla cel putin un a si cel putin un b.

a) Ardtati ca oricare doud coloane ale lui A care incep cu acelasi element sunt egale.

b) Fie U si V doud matrice patratice cu elemente 0 sau 1 astfel incat A = aU + bV. Aratati ca
rang U =rangV = 2.
Solutie si barem de corectare. a) Fie k un indice de coloand pentru care ay;, # a1; $i p un indice de
linie pentru care a,; # a1 - acestia exista, cf. ipotezei. Evident, a,; = a1;. Atunci este usor de vazut

a1l Qig

ca A= # 0.
Ap1  Apk

Vom arata ca toate coloanele A; ale lui A pentru care a;; = a1 sunt egale si, evident, toate coloanele
A, pentru care a;; = ay), sunt egale.

Fie A;,j # 1 o coloana astfel incat a,; = a;1. Pentru ca rang A = 2 gi A # 0 rezulta ca A; este o
combinatie liniara unica a coloanelor Ay si Ay :

Aj = aA + BA;, o, BeER.

aay + Bay, = ay; = an o Jaant Bai, = ay; = an
aapr + Bage = ap; aar + Bap, = ay,

Observam ca nu putem avea a,; = ai;, pentru ca ludnd minorul format cu linia ¢ care contine
aq; = a1y, (sau, echivalent, a,; # aq; ) obtinem

Q11 A1 Aayj apx Qi a1 a1 A1k a1
0= ap apx Qpj |=| Gx Gpr Q11 | = | Q1 — a1 Apr — a0
Qg1 Qg2  Qgj Qg1 Qg2 Q1k Aq1 Qg2 a1k

] . . . 2
Daca ap, = ag, atunci 6 = (ay, — a11) - (a3, — a11a4,) # 0.
Daca a,, = a1, atunci
pk )

a1l G G11
o= (alk - (111) I -1 0 = (an - alk)

Qg1 Qg2 A1k

a1 +an an

# 0,
Qg2 + Qg1 A1k

deoarece ap + ag € {a11 + a1, a1y + g, a1 + a1g}-
Dar in ambele situatii ar rezulta ca rang A > 3, contrazicand ipoteza. Astfel, a,; = ai; si, din
unicitatea solutiei sistemului, rezulta o = 1si 3 =0, adica A; = Ay. ... 2p



b) Daca a; ; = a, atunci
a:(l'Uij‘l‘b'Uij = a,-(l—uij):b-vij.
Cum w;j,v;; € {0,1} si a # b, avem 1 — u;; = v;; = 0.

Analog, daca a;; = b, atunci u;; =1 — v;; = 0.
Astfel, U si V' sunt unic determinate:

Deoarece in A existd un minor de tipul
a b sanl b a
b * * bl’
rezulta ca in V' exista un minor de tipul
01 10
1o« M k1]

deci rang V' > 2. Analog, rang U > 2. ... .. i

1p

Pe de altd parte, conform punctului a), coloanele lui U si, respectiv, V', care incep cu acelasi element,

sunt egale, deci rang U < 2 gl rang V' < 2. oo

1p



Problema 2. Fie (a,) un sir de numere reale convergent la ¢ € R cu proprietatea ca a,, # ¢,¥n € N.

(o ¢] _1 n "
a) Presupunem cd girul (a, ) este monoton. Studiati limita girului ([a,)) si ardtati ca seria Zu
n
n=1
0o 1 n .
converge, iar seria ZK )" an] diverge.
n=1

b) Studiati limita girului ([a,]) si natura seriilor de la punctul a) in cazul general (in care sirul poate
fi nemonoton).

(Nota: Prin [z] notdm partea intreagd a numarului real z.)
Solutie si barem de corectare. a) In cazul in care ¢ ¢ Z, sirul ([a,]) va converge la [¢], fird a fi
nevoie s folosim monotonia. Intr-adevir, vom avea ci existii ¢ > 0 astfel incat

U <l—ec<l<l+e<[l]+1. (1)

Cum sirul converge la ¢, toti termenii de la un rang incolo vor fi in intervalul (¢ — e, ¢+ ), deci existd
no € N astfel incat [a,] = [¢],Vn > ng. Atunci [a,] — [0]. oo 1p
Presupunem acum ¢ € Z. Daca sirul este descrescator, vom avea ca exista ng € N astfel incat

(< a, <l+1,Yn > ny, (2)

deci [a,] = £,Yn > ngy. Atunci [a,] — £. In cazul in care (a,) este crescitor, deoarece a, # ¢,¥n € N, va
exista ng € N astfel incat

(—1<a,<l¥n>ng, (3)

deci [a,) =€ — 1,Vn > ng. Atunci [a,] — € — 1. oo 1p
In cazul in care (a,) este monoton, deoarece este gi marginit fiind convergent, prima serie este
convergenta conform criteriului lui Abel. . ... ... . 1p

Ne ocupam in continuare de cea de-a doua serie. Consideram mai intai cazul ¢ ¢ Z. In acest caz,
nu avem nevoie de monotonia sirului pentru a arata divergenta. Intr-adevar, pentru € > 0 astfel incat
(1) este adeviratd, deoarece a, — ¢, vom avea ci existd ng € N astfel incét, pentru orice n > ny,

] <l—e< (—1)2na2n <l+e<[ll4+1 si —-[f-1< (—1)2”+1 agni1 < — 0] .
Atunci

n = impar.

[(_1) an] — { [_][g] B 17 n = .palﬂ

Seria va deveni

o0 n oo
n=1 n=1

SR e

care este divergenta.
Presupunem acum ca ¢ € Z. Daca (a,,) este descrescator, atunci vom avea din (2) ca existd ng € N
astfel incat, pentru orice n > ny,

) =0<(=1)"ag <[]+1 si —[—-1<(=1)"ag1<—1[].
In cazul in care (a,) este crescdtor, vom avea din (3) ci existd ng € N astfel incat, pentru orice n > ny,
[ =1<(=D)"ag <[] si —[0<(=1)""agpn <—[+1.

In ambele cazuri, rezultd divergenta ca Mai SUS. ..............oioemimmmmm e 3p
b) Daca ¢ ¢ 7, am ardtat mai sus ca [a,] — [{].



In cazul in care ¢ € Z, putem defini sirul

{— —, n = par,

{+ —, n = impar.
n

Atunci a,, — £ si
¢ —1, n = par,
o] = { b

l, n = impar.

Evident, nu exista limita girulul [a,]. ..o 1p
Vom arata ca prima serie nu este neaparat convergenta. Pentru

(="

Qp -

T In(n+1)
vom obtine seria
- 1 = 1
ann (n+1) " annn’
LG 13 1 17 1p

A doua serie nu este neaparat divergenta daca ¢ € Z. Pentru

vom obtine

1
{4+ —, n =par,
n

—{+ —, n = impar.
n
Atunci

—{, n = impar,

n ¢, n =par,
[(—1)" a] = {
iar seria devine

. (=1)"¢
Zl( n) ’

care este in mod evident CONVErgenta. . ........ ...t 2p



Problema 3. Fie A, B € M,,(C) astfel incat A> = B>=1, si AB+ BA= —-2(A+ B+ 1,).
Demonstrati ca:
(a) AB = BA;
(b) rang(A + I,,) + rang(B + 1,,) < n.
Solutie si barem de corectare. a) Fie C = A+ 1, si D =B+ [,. Atunci CD = AB+ A+ B+ 1,
si DC = BA+ A+ B+ 1,. Rezulta ¢ CD + DC = AB + BA+2(A+ B + I,) = O,. De asemenea,
I,=A%>=(C—-1,)?=C?-2C + I,, ceea ce conduce la C* = 2C si, in mod similar, D*> = 2D. ...3p
In continuare, avem

CD=—-DC = —%ch’ = %D(—DC) = %(DC)D = %(—CD)D =-C (%D2> = -OD,

deci CD = O, ceea ce conduce si la DC' = O,,. In consecinti, AB — BA = CD — DC = O,,, deci

A B = B A o 2p
b) Avem (C'+ D)? = C?+D?>+CD+ DC = 2C +2D. Impreuna cu C? = 2C si D? = 2D, rezults ci

C, D si C + D verifici ecuatia X2 = 2X, deci toate cele trei matrice sunt diagonalizabile si au valorile

proprii din multimea {0, 2. .. ... 2p
In consecints, rang C' = %Tr C,rang D = %Tr D si

1 1 1
rang(C' + D) = éTr(CjL D) = §TrC+ §TrD =rang C' +rang D.
Atunci rang(A + I,,) +rang(B + I,,) = 1ang(C' + D) < M. 2p
Egalitatea are loc dacd si numai dacd C' + D este inversabild, ceea ce din (C'+ D)? = 2(C + D)
conduce la C'+ D =21, deci A+ B = Q. oo 1p



Problema 4. Considerim f : R — R, o functie impar#, de clasi C?°?°, pentru care f@*+1(0) = 0

pentru orice k = 1, 1011 si f(2°2%) (0) > 0.
a) Ardtati cd existd € > 0 astfel incat seria
1
In (1 + - f(m))

>

n=1

SRS

converge pentru orice = € (0,¢) .

1
b) Pentru fiecare x € (0,¢), notdm suma seriei precedente cu S (z) si g(z) = S@ Studiati
x
convergenta seriei
& 1
> a( =)
n
n=1
unde o > 0.
Solutie si barem de corectare. a) Deoarece f este impara, va rezulta f’ pard, apoi f” impara, f"”
pari etc. Atunci f(0) = f7(0) = ... = fE2V(0) = 0. ..ottt Ip

In final, folosind si ipotezele problemei, va rezulta din formula lui Taylor c&, pentru orice z > 0,
existd ¢, € (0,z) astfel incat
fe% (c,) 2025

T = 50 (*)
Cum f este de clasa C2% gi (202 (0) > 0, va exista e > 0 astfel incat f2°2*) > 0 pe (0, ), deci folosind
(%), vom avea c& f(x) > 0, pentru orice & € (0,€) . v vntunin it 1p

Folosind criteriul de comparatie cu limita, vom avea, pentru fiecare = € (0, ¢) fixat, cd

1 1 = 1
Zl o n (1 T nf(w)) ~ Z; BYIESESE
care este CONMVEIZENEA. ... ...ttt e ettt et 1p

b) Observam, pentru inceput, cd S (x) > In2, pentru fiecare = € (0,¢), deci g este bine definita.
Pentru fiecare = € (0,¢) fixat, consideram functia h, : (0,00) — R, cu

he (t) =tln (1 +¢/®).

1
Aceasta este in mod evident strict crescatoare, deci h, <¥> este strict descrescatoare. Atunci, pentru

orice n > 1si x € (0,¢), vom avea

hx(l>2hx<1)2hz( L ), Vt € [n,n+1],
n t n+1
n+1
(e [0 (aen )
n n t n+1

Vom obtine prin sumare de la 1 la N si, apoi, facind N — oo ca

S (z) = ghx (%) > /100 h (%) it > ghx (%) — S(z)—In2. (@)

deci

o 1
Folosind punctul a), va rezulta ci integrala / Dy (?) dt CONVETZe. . ...viii i 2p
1



Vom calcula limita

x—04 z—04 t tf(x)

(= lim %% .5 (z) W i 22025 / —In <1 + —) dt.
1

Calculam integrala

1 1
Cu schimbarea de variabila
B 7o d
obtinem
I 1 /1 In(1+y) p 1 7
. — . y = - —.
f@) Jo y f(z) 12

1 2
n(l+ . . A
(Faptul ca / Mdy =35 rezulta prin dezvoltare in serie de puteri si integrare termen cu termen,
0

dar este suficient ca integrala sa fie convergentd la un numar strict pozitiv). ....................... 2p
In plus, folosind (x) si faptul ca f este de clasd C*°%° obtinem

. M e f(2025) (Cx) B f(2025) (O)

im = lim =
a—04 2025 z—0p  2025! 2025!
................................................................................................ 1p
Atunci 025 o 50951 )
x s ! s
(= lim 2% .S (z)= lim —— — = ——— - — > 0.
Va rezulta, pentru orice o > 0,
1 1 1
1- 2025a i — 1 - - _—Z s 0
ngrolon g no xﬂ%i 22025 . ¢ (x) / )
de unde, in baza criteriului de comparatie cu limita,
- 1 = 1
>0 () ~ X
n=1 n=1
adica este convergenta daca a > si divergenta fn rest. . ..... ... 2p

2025



