MS 1

NUMERE COMPLEXE

1) Determinati z €C astfel incat Im( £- I) =0.
Z+1

2) Determinati modulul si argumentul numerelor: a) In(—e), b) In(i +\/§),
c) z—InGH) d) z=@+i)", e) z=-2i.
i

o . . 1
3) Determinati modulul si conjugatul numarului z=—+

14

é‘p
o

4) Determinati forma trigonometrica pentru a) z=1+i, b) z= 5 +1i .

5) Calculati numarul N = (1+i ~\/§)H, punand numarul acesta sub forma algebrica.

6) Si se aduca la forma algebricd numerele complexe: a) z=(sini)’, b) z=/(cosi)’,

c) z=ch(2-i), d) z:ctg(ln2+i-%j, e) z_iH f) z—(1+|) .
i
7) Calculati sumaseriei  S=Y p*-cosk(0-¢), |p|<L.
k=1
. N z-1Y z+1 .
8) Rezolvati ecuatiile: a) (—j =-1, zeC, b)( j =-1-i, zeC,
z+1 z-1
5i
c) cosz=5, d) tg z=§.
9) Determinati multimea punctelor z €C pentru care Z—_;‘ =1.
Z_

10) Ce reprezintd mulfimea solutiilor ecuatiei |z — 2i|+|z +4i|=10 ?

11) Sa se determine punctele fixe ale functiei f (z) = ,cuzeC,z#-i.

Z+
12) Sasearateca f:C—C, f(z)=2z++/2z este bijectivi si s se determine inversa sa.

13) Sa se determine mulimea punctelor din plan pentru care: a) Rez+Imz>1,

l—z_ >3,

1+ z

Z=X+i-y, X, YeR, b) |z—a+|z—b|=

15) Determinati multimea punctelor z eC, pentrucare 0<argz< %

16) Determinati valorile intregi ale lui n pentru care z, =(1+i)", z, = (\/§ + iT
a) sunt reale,
b) sunt pur imaginare.



FUNCTII COMPLEXE DE VARIABILA REALA

1) Sa se construiasca suportul diagramelor functiilor:
1 1+ jt
a) z(t)=———, b) z(t)= —
) W)= B W)=

1+ gt

: : : . 1+t .
2) Sa se construiasca suportul diagramei functiei Z(t) = l—J: sisd se

etaloneze aceasta diagrama.

3) Sa se construiasca suportul diagramei functiei

iZ Ly
2(t)=1-i+ J2.e “.e 12 sisise etaloneze aceasta diagrama.
4) Fie 2= jv3).

a) Determinati valorile intregi ale lui n pentru care puterea este reala.
b) Determinati valorile intregi ale lui n pentru care puterea este imaginara.

5) Ce curba va descrie imaginea lui z = X+ Jy, daca M =k, keR",?
X+ Jy+)

6) Ce curba va descrie imaginea lui z = X +1y, daca ﬂ =k, keR", ?
Z+i

- .. . . . .1 < <
7) Ce curba va descrie imaginea lui z=X+1y, dacd — are partea reald constantd ?
z

8) Fie [aJ<l. Sa se afle mulfimea punctelor z din planul complex pentru care

YA —_a <1.
l1-az
. m-+i . .
9) Fie z=——, meR. Care este locul geometric al numarului z ?
m-—i
.1 1 1 . -
10) Fie =+===, aeR, a =0 Care este locul geometric al numarului z ?
Z 7 a

11) Fie z=x+1y, Zz,=2+1i-3. Determinati mul{imea punctelor M (X, y)
din plan pentru care r = |Z - ZO| verifica pe rand relatiile: r=1; r>1; r<1.

12) Pentru z,,z, €C, si se demonstreze egalitatea: |z, +|z,|" =|z, — 2,|" + 2,2, + 2,2,.

13) Aratati cain C au loc relatiile: a) |Zl + 22|2 = |Zl|2 +2 Re<ZIZ)+ |22|2 :
b) |z, —z,[ =]z —2 Re(zlz)+ 2,|.
14) Calculati: z-z+2z—2° +Rez.

15) Aratati cain C are loc relatia:
2 2 2 2 -
2, + 2, +|z, -2, = 2(]21| +z,| ) (regula paralelogramului)



16) Pentru z, = x, +1y,, z, =X, +1iy, sd se demonstreze identitatea in C :

1+2,7,[ +[z, -2, = L+2f e[z ).

< . —? 2 2 2
17) Sa se demonstreze egalitatea: ‘1— 2122‘ —lz, -z, = (1— 4 X1—|22| )

18) Daci |z;|=r, i=1n, n>2 atunci: a) E = (2 +2,)2, +2,). (2, + 2) eR,
2,2,..2

n

b) F= (zl +ZX22 +z_3)..(zn +z_l)e R.
19) Se dau numerele complexe z, =3+1i, z, =4+1i, z;,=5+1i,z,=6+ai,acR. Sase

; AL A T
determine a astfel incat argz, +argz, +argz, +argz, = 5

A

=e“siarge’ =y, z=Xx+Iy.

e

n—oo

20) Utilizand faptul ca e’ = Iim(l-i- Ej , aratati ca
n

FUNCTII COMPLEXE DE VARIABILA COMPLEXA

1) Pentru functia f :C—>C, f(z)=2"+2z-2-22+3z sa se determine punctele in care
este monogena si apoi sa se scrie derivata functiei in acest punct.

2) Stabiliti domeniul de olomorfie al functiilor: a) f(z)=Inz, z>0, zeC,

b) f(z)=1, zeC" ) f(z)=2.
Z —_
z
3) Demonstrati ci functia u(x, y)= (ex —e )C 0S Yy poate fi parte imaginara a unei

functii f(z) olomorfe.

4) a) Demonstrati ca functia u(x, y) = x? — y? poate fi parte reald a unei functii f (Z)
olomorfe.
b) Determinati functia f(z) stiindci u(x,y)=x*—-y?, f(0)=0.

5) Sa se determine functia monogena f =u+i-v stiind ca:
A u+v=x"-y>+2xy si f(0)
b) 2u+3v=x>-y? si f(0)=0.

v 2xy .
c) azxz_yz Sl f(l):l'

d) u(x,y)=

+
0.

Ty si f1)=1 f:C >C.

6) Fie functia u(x,y)=e*(xcosy — ysiny). Demonstrati existenta unei functii f(z)
monogene pe un domeniu D si stabilifi expresia functiei respective.



7) Sa se determine functia olomorfa a carei parte reald este P(X, y) = (o(x2 + yz).

8) Fie functia f (Z) = u(X, y)+ j -V(X, y) monogeni pe domeniul marginit D, cR?.
Demonstrati ca:

a) functia gp(x, y)
functia F(Z) = ev(x'y)(cos u(x, y)— isin u(x, y)) este functie monogena in domeniul D,.

(e"(x'y) - e*"(x'y))- sinu(x, y) este functie armonica in domeniul D,; b)

SINGULARITATI

1) Studiati singularitatile functiei de mai jos si natura punctului de la oo:

2 z2° z*+3
a) f(z)=vz?-1, b) f(z)= £+ .0 f(z)=——, d) f(z)=-——",
) ( ) ) ( ) 23(22 +4XZ_3)4 ) ( ) 1- 73 ) (Z) (22 +1) 3/7

9 1) E ok 0 1= iz 9 f@)=nt o) &2,

) f(z):(22+1)3(z+2i;2(22+3z_4)4’j) f(z):é::s%;z’ 9 f(z)zﬁ-

2) Stabiliti singularitaile functiei: a) f(x)=~z2—1,b) f(x)=In z222+1’ 0) f(x)=$3,
0 ()= Zz+412_1)3, ) 1= ey 0 @=L

9) f(z)=lnz%, h) f(z)=zz(z_z3;;iz+1)3, ) fW%'
NIRTOEA f(z)=(zf++j)3, ) f(z)=ﬁ, m) f(z)=(zfi—:f;)z,

n) f(z)=In(z-1), 0) f(z)=z-i+Vz+i.

4
2" +3
3) Fie functia f(z)= .
) A N
a) Determinati singularitatile functiei si studiati comportarea ei in punctul z =co.
b) Dati procedee de uniformizare (determinarea ramurilor functiei).

c) Determinati un domeniu in care ramurile functiei sunt olomorfe.
d) Scrieti expresiile ramurilor si determinati acea ramura a functiei pentru care

f(-1)=-2.
e) Calculati valorile ramurii de la punctul d) in punctele z, =2i, z, =-2, z, =-2i,
z,=1.

4) Fie functia f(z)= In(z2 +1).
a) Determinati singularitatile functiei.
b) Dati procedee de uniformizare (determinati ramurile functiei).
c) Determinati ramura principala a functiei (i.e. f, (Z))
d) Calculati valorile functiei de la punctul ¢) in punctele z, =2+1, z,=2i.



SERII IN COMPLEX

Zk

1) Determinati raza de convergenta a seriei Z > si studiafi comportarea seriei pe cercul

0
a K

de convergenta.

2) Aflati razele de convergenta ale seriilor:

it . _ . Lol _ 1 _ 2, n_Z(1+Z)
3) Aritati ca: a) fl(z)—é n-z ——(1_2)2, b) fz(Z)—nZ:l: n®-z —(1_2)3.

4) Scrieti seriile Taylor in jurul punctelor indicate: a) f (Z) = 22;3, z=4,
z°-8z+15

1
z

b) uﬂsz%,z:o$izzn 0) f(z)=(+z)", z=0,

2> +4z+1
—2%-2722+7+2’

d)y f(z)= z=1, z=-1si z=2.

5) Sa se dezvolte in serie in jurul punctului z =1, functia f (z) =sin il

1 N
622 +112-6
urmdtoarele domenii: a) |z|<1, b) |Z|e(1, 2), c) |Z|e(2, 3), d) |7>2.

6) Si se dezvolte in serie de puteri ale lui z functia f(z)=

. . . . 1 . <
7) Si se dezvolte in serie de puteri ale lui z functia f(z)= 7 3,12 in urmatoarele
- -9+

domenii: a) |z|<1, b) 1<z|<2, ¢) |7]>2.

27 —

8) Fie f(z)= 5 . Dezvoltati dupd puterile lui z in domeniile: @) |z|< 2,
Z

b) 2<|z<3, ¢) [7>3.

TEOREMA LUI CAUCHY. TEOREMA REZIDUURILOR

1) Calculati folosind Teorema lui Cauchy: a) J'Z—Jridz, C: =2,
Z_
C

b) J.i C:|z=R, R=a, a>0, ¢) idz, C: [z=3,
Z+a 2Z-2



1 e
d) .C[mdz, C:|7=R, R#1, e) -([22—4de’ C:lz-2=

1 ) B 7 ., 9, B
f) J.—(z+ )dz, C: x2+2x+y2_5, s)] Imdz, C: x +Zy -9=0,

2% +212 Z+72
h dz, C: 9 -9=0, ————=4dz, C: z-2|=
) J. (z+i) : Xy ) I (z+1)z-2i) ’ 2-2
3) Calculati reziduul functiei f(z)= ¢ +Z§|nz in punctul z=0.

4) Calculati | = i e}
dz

n H

2" +1

, unde a>0, (C) - cerc de ecuatie lZ|=R>a.

5) Calculati | = {
|z]=R
6) Calculati folosind Teorema reziduuurilor:

R>1.

Toodx
a) I_J dx b) j—a)dx, unde a>0, c) I:! .
2r 27 T . .
d)IZI;-dX’ e) |:Jd—‘9_, f) |:IMdX
y o+4sinx 5 o—4sind < 5—4cosX
27
dx

o) 1=

. 3-cos’X

o Calcula‘;i folosind Teorema lui Cauchy sau Teorema reziduuurilor:

1
)I Tr. 32+1) a) C |z|:§;b) C: |7|=

dz

J. (z+1) (z+2)(z +1)

a) C: |z-1=1Lb) C: [z-1=3.

,a) C: |z|=%;b)C: l7=13; ¢) C: |z|=3%;d)C: z-2|==

l z(z—3)(z+1)
eZ
10) 1= 2, C: [=1

C

W 1= d, c: f+l-3

c (Z _1)2

sin? z
12) I_-([ 22(22+4iz—3)

.[ sinz

c (Z + 3)2(2 - 2)3

dz, a)C: |z—i|]=1 b) C: [7=3.

13) | =

dz, a) C: |z=1 b) C: ‘z+i ‘:3.



SERII FOURIER

1) a) f (t) =t, te [O,l], T =1. Sa se dezvolte in serie Fourier.
b) f (t) =t, te [— 1,1], , T =2. Sase dezvolte in serie de sinusuri.
t, tel01 ) ) )
c) f(t)= <[o1] , T =2. Sa se dezvolte in serie de cosinusuri.
~t, te(-10)

Sa se traseze graficul in fiecare din cele 3 cazuri.
2) Scrieti seria Fourier atasata functiei: f : [O,27z] —>R, f(x) =x?, T=2r.
3) Scrieti seria Fourier atasata functiei impare: f :[0,27] >R, f(x)=x, T =2z

4) Fie f: [O, 7z] —->R, f(X) = X. Sa se prelungeasca f pana la o functie periodica, para, de
perioadd T =27 si apoi sd se dezvolte 1n serie Fourier trigonometrica.
t+1, te[0]]
5) S se dezvolte in serie Fourier functia f(t):[0,3] >R, f(t)=42(2-t), te (2], T =3.
t—2, te(2,3]

6) Scrieti seria Fourier asociati functiei pare: f(x)=2x, T =27.
7) Scrieti seria Fourier asociati functiei: f :[-7,7] >R, f(x)=xcosx, T =2z,
8) Se di functia para f :R— R, prin f(x)=xcosx,T =27.

a) Sa se determine seria Fourier asociatd acestei functii pe intervalul [O, 72].
b) Sa se determine seria Fourier numai de cosinusuri asociatd functiei pe intervalul [0, 71].

9) Scrieti seria Fourier asociata functiei: f(t)=[sint, T = .

10) Desenand in prealabil graficul functiei, dezvoltati in serie Fourier functia periodica:
ft)=e™, a>0, T=x.

INTEGRALA FOURIER

. : y : , sint, |t| <3,
1) Reprezentati printr-o integralda Fourier functia: f (t) =
0, |t| > 3.
2) Desenand in prealabil graficul, reprezentati printr-o integrala Fourier functia:
e, tefod] 2, ftf<a, 0, [f>1,
a) f(t)= e”, te[-1,0) , b) f(t)= g t=+a, ¢) f(t)=4-t, te[-10],
0, te(-o-1)uU(l,x) 0 [f>a. t, te(01].
0,2 |t| >a, 0, |'[| >a, 1, |t| <a,
d) f(t)= % te(-a, 0} e f(t)={t+a te(-a 0, f ft)= % t=za,
2 —t+a, te[0,a).
- % te[0,a). [0.2) 0, [t|>a



TRANSFORMATA FOURIER

1-t, te(0]]
0, te(l,o)
1

u?+a?’

1) Sa se rezolve ecuatia integrala: J.g(u)~ cosut du = ¢(t), unde o(t)= {

0

2) Sa se determine functia f (t) care satisface ecuatia integrala: J- f(t)-cosut du =
0

ux=0, a>0.

3) Trasand in prealabil graficul functiei f(t)=e™®", te(0,0), a>0 siapoi considerind
ramurile pentru cazul f (t) - functie para si f (t) - functie impara, sa se determine
transformatele Fourier prin sinus si prin cosinus ale acestei functii.

TRANSFORMATA LAPLACE

1) Sase arate ca:

a) {1}=%, b) ~ {t}:#, c) v {ea.t}=ﬁ, d) ~ )= pia,

| p ol ®
f i = 7 =
et )  {cost} 1 g) / sinet) Bl

h) & {COSa)t= zp =, 1) {sha)t}z pza_owz, ) v {ch a)t}z ZECOZ’

p-+w

e) / fint}=—;

Y
. b
=—— o €* -sinbt
p—1)2 m)/{e sm} ( )

b
o)y{tz.e‘}:(p21)3, D) }
1

(p- 1)“’

s) {ts-et}:%, t) o~ {t+1)-e?}= (pp_z)z .

2) Sa se calculeze transformatele Laplace sau imaginile functiilor:
a) f(t)=e®, ) f(t)=cos2t, c) f(t)=sin2t.
3) Calculati folosind transformata Laplace:

£sint Tt _ g cosat —cosht t(e™—e™).
a) j—dt b) j;dt, c) j—dt d) | dt,
0 0

pat ) w N
" I —e t) coswt J et smbt Je 2t-i:os3t it

0

4) Determinati imaginea F(p) a functiei original: f(t)= [e®-cose x dx.

[ S———

t
5) Fie functia original f(t)= I(r +2) -e"dr 0. Secere  {f(t)}.
0
6) Si se afle imaginile functiilor: f(t)=e'sin2t+e'cos4t si g(t)=e'cos2t+e'sin4t.

2
7) Sa se determine originalul functiilor imagine: a) F(p) = p3 2_% p; iz:‘["pS_ 5
20°p p p’-3
b) F(p)=—2F_ ¢) F(p)= , d) F(p)= .
) F(p) p* + 40" ) F(p) (p? +a%)p? +b?) ) Flp) (p+2)p-3)p?+2p+5)



