Probleme propuse pentru examenul de ANALIZA MATEMATICA 1
1. Multimi si functii

1) a) Sa se arate ca multimile A ={1,2,3,4,5}si B ={2,4,8,16,32} sunt echipotente;
b) Sa se arate ca intervalul (0, 1) este o multime echipotenta cu intervalul (1,0)

2) Multimea Z a numerelor intregi, este numarabila

3) Fie numerele reale a <b, ¢ <d . Sa se arate ca [a,b]~[c, d], (a,b)~ (c,d), [a,b)~[c,d),

(a,20) ~ (¢,0), [a,0) = [c,0), (~o0,8) ~ (~o0,c)

4) Intervalul (0,1) nu este o multime numarabila.

5) R este nenumarabila (are puterea continuului).

6) Multimea numerelor rationale este numarabila.

7) Orice interval (a,b)cR este o mulfime nenumarabila.
8) Multimea numerelor irationale este nenumarabila.

2. Siruri de numere reale

1) Folosind criteriul general al lui Cauchy pentru siruri, sa se studieze convergenta sirurilor:
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2) Utilizand criteriul lui Cauchy, sa se studieze convergenta sirurilor:
sinl!  sin2! sinn!
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3. Serii numerice. Serii de puteri

1) Sa se studieze convergenta urmatoarelor serii si, in cazul convergentei, sa se stabileasca suma
lor:
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2) Folosind conditii necesare si suficiente de convergenta, sa se studieze convergenta urmatoarelor
serii:

n+l 2 1) = 1
)22n+1 b)nz_;nln(l—ﬁ} c) ;n—a,azz.

3) Utilizand criteriile de convergenta pentru seriile cu termeni pozitivi, sa se stabileasca natura
seriilor:

0 3 » B 5 1+1+...+E
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4) Studiati convergenta urmatoarelor serii alternate:
2) Z(Zr?mll DDA

5) Sa se studieze convergenta urmatoarelor serii si sa se determine suma lor (in cazul in care sunt
convergente):

3"+4" =01
, b ;
)Z_;‘ 12" )nZ:;‘n(n+2)
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6) Utilizand criteriul general al lui Cauchy, sa se precizeze natura seriilor:
cos nx n+1
b
Y Z ) Z 3n+2°

7) Folosind conditia necesara de convergenta, sa se arate ca urmatoarele serii sunt divergente:

o al . S " = (-1)"n?
a) ;an ,a>b>0; b) Z[3n+J ) >~

= n°+1

8) Studiati convergenta urmatoarelor serii cu termeni pozitivi:

Zs“n+ \/_, b) 23” cossin; c) i
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9) Sa se stabileasca natura seriilor alternate:

) 2(_1)“1; b) 3" (-1

n(n+1)(n+2) ~ n-3"’
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10) Sa se arate ca seria z (-D** T” este divergenta.
n>1

11) Sa se determine multimea de convergenta si suma urmatoarelor serii de puteri:
n+l n

a)z b) 1+ia(a_l)""'(a_nﬂ)x”,ocei)%.

n+1 n!

12) Sa se determine mulfimea de convergenta pentru urmatoarele serii de puteri:
= X" 4n 3)
a , b X"
) Z 2" ) Z n-1)
0 n o 2 2 2
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13) Sa se determine multimea de convergenta si suma urmatoarelor serii de puteri:

0 n 2n+1

Q) D (1) S b) Z "(n+1)
¢) > (n+1)n+2)n+3)x"; d) 3 nx";
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14) Sa se determine multimea de convergenta pentru urmatoarele serii de puteri:

a) 1+i@x”; b) iﬁx”;

e) i(_:Il:l)ml (X_l)n f) i(l-i_%jn +nXn
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4. Limite de functii

1) Sa se studieze existenta urmatoarelor limite :

a) lim (L+Inxy); b) lim (1+ﬂj;
(x,y)— e,ez) (ny')_,(wvﬂ X
2
2 2
o lim (x2+y?)sin = ; d lim XY .
(xy)>(00) Xy (x)>(0.0) |X] +1y]
2 2
e) lim 29X, f lim XY
(x,y)—(0,2) X (x,y)—(0,0) X2 + y2

2) Cercetati existenta limitelor iterate si a limitei globale in origine pentru functiile :
x>y x°y

a) fT(x,y)=—F——,%Xy=#0; b) f(x,y)= X,y #0;

) (%) iy Y ) (%) Ay oyt Y

X—y+x*+y°
X+ Y

c) f(x,y)= X+y=#0;  d) f(x,y):(x+y)sin%sin%,x,y¢0.

3) Sa se calculeze :

H 2 2 24,2
) lim (x+ y)sm(x +y ) b) lim Xy
(x,y)-(0,0) 3/y2 4 y? (xy)>(0.0) x* 4 y?
X+y
. —1)0? .
c) lim 1+X—1 d) lim X+
(x,y)~(13) y (x,y)—=(0,00) X2 + y2
iy? 4—,J16—x—-y-1z
&) lim M f lim ooXTyTE
()00 X +y (xy.2)->(000) arcsin(x +y + z)

4) Sa se demonstreze ca urmatoarele functii nu au limita in origine :

Q) f(x y)=% b) f(x, y>=X§X+§3.

5) Sa se studieze existenta limitelor iterate si a limitei globale in origine pentru functiile de mai jos

xzyz xsin1+y
a) f(x,y)=—"—"— b) f(x,y)=—2X—
X' +y X+Yy

5. Functii continue

1) Sa se studieze continuitatea in origine a urmatoarelor functii :

. 1-41-x*—y?
a)f(x,y)—{(1+xy)ﬁ+ﬁ'x’-y>° ) () ={ ey V)00

1,x=0sauy=0
y 0, (x,y)=(0,0)
2) Sa se studieze continuitatea uniforma a urmatoarelor functii :

) f(x)=|nx,XEE,e} b) f(x)=Inxxe(0.e]




c) f(x)= arctg?—x, x € (1L,0) d) f(x)=x? cosl, x € (0,0).
- X X

Xy +xXyIn(x +y)
1) ) O’O
3) Sa se arate ca functia f(X,y) = x>+ y? (xy)=(00)

0, (x,y)=(0,0)
este continud partial n origine 1n raport cu fiecare dintre variabile dar nu este continud (in raport cu
ambele variabile).

4) Sa se studieze uniform continuitatea urmatoarelor functii :

a) f(x)zx—%,XG[O,l] b) f(x)stXX+2X,Xe(O,oo)
0) f(X)=—2—+2x, xe(-3 ) d) f(x)=xsin?x? xeR.
3+ X
e) f(x)=sinx? xeR f) f(X)ZZ;Z,XE[O,l].
X — -
5) Sa se studieze continuitatea urmatoarelor functii :
x? +y? 2 \,2
XS+ y <L (xy)=(0,0
a) f(xy)=1In(x?+y?) Y (x.y)=(00)
0,(x,y)=(0,0)
1-cos(x? +y? +2°)
b) f(x,y,2)= X +y*+1° ,(x,y,2)#(0,0,0)
0,(x,y,2)=(0,0,0)
e —eV’
- X#Y
c) f(xy)=9 x-y
2xex2,x:y
sinx—siny
— = XZY
d f(xy)=7 x-y :
COSX,X =Y
1
1

T2 u2 ., 52
e X XA yP 42 20
e) f(x,y,2) =3 x*+y*+2z* .

0,X*+y*+2°=0
6) Discutati in functie de valorile parametrului o > 0 continuitatea urmatoarelor functii :

L X +y>#0
a) f:R*>R, f(xy)=1x>+y?’ ;

0,x*+y*=0
sin(x2+“y2)

4 4 ] 070
b) f:R°> R, f(x,y)=1 x*+y* (xy)#(0.0)

0, (xy)=(0,0)




7) Care dintre urmatoarele functii se poate prelungi prin continuitate ?

a) f:R*-{(0,0}— R, f(x) ="‘(X1+(y:yz) :
b) f:R%{(0,0)} = R, f(X) =X2X%yy+2y2.

2

Xy
8) Sa se arate ca functia f(X,y) =1 x?+y* (x.y)=(00)
0,(x,y)=(0,0)

este continud partial n origine 1n raport cu fiecare dintre variabile dar nu este continud (in raport cu
ambele variabile).

6. Teoria diferentiala a functiilor

1) Sa se arate ca functia f(x) = 1 verifica egalitatea x- f '(X) = f (X)(f (X)-Inx —1).
1+x+Inx

2) Sa se calculeze derivatele de ordin n (ne N”*) in cazul urmatoarelor functii :

a) f(x)=In(ax+h),a,beR,a=0; b) f(x)=(x-1)e™ ;

c) f(x)=sin*ax,ae R’ d) f(x)=x*cosx.

3) Pornind de la definitie, sa se calculeze :
a) f,@10)si f,(L0),daca f(x,y)= xln(x— yz),x >y

b) f.(02),f,,(02)sif .(02),daca f(x, y)=4x2+y?, X, yeR";

y
(41,2),daca f(x,y,z)=x%,x>0,z=0.

f Xyz

y
4) Demonstrati ca functia f(X,y)=Xxy+xe* verifica egalitatca

of of
X— (X, )+y—Xy)=xy+f(x,y)
OX oy

5) Aratati ca :

2 2

2
a) f:R'xR—>R, f(x,y)= (arctg X—axy)(p( X J verifica ecuatia:
X X +y

2 2

2
Xﬂﬂ,ﬂ:_zxy a”(p( X jlna,a>0,a¢l;
y X +y

b) f:R®* >R, f(x,y,2) = (p(x Y, X5+ y% — 22) verificd ecuatia:

of of , 2\ Of
XZ—-yz—+X"-y°)—=0.
X Y y ( y)az

6) Calculati diferentiala functici f (x) = (xInx,3%%),x > 0.



7) Calculati diferentialele urmatoarelor functii :

a) f(x, y)_ -y ; b) f(x,y,z):arctgx—zy.
Zyy? z

8) Fie functia f :R® > R, f(x,y,z) =e**"¥*** Si se determine d" f .

2 (k)= (00)
9) Aritati ci functia f :R?> - R, f(X,y) =4 x? +y? , are derivate partiale in origine
0, (xy)=(0,0)

cu toate ca nu este continud in acest punct.
10) Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul al doilea pentru urmatoarele functii :

a) f(x,y)=Intg > ; b) f(x,y)="—>

y X+y
c) f(x,y)=e"" ; d) f(x, y):ln(x+1/x2+y2)
e) f(x,y,z) =x’y?z+2x-3y+2+5 ; f) f(x,y,2)=(xy)

XYz

fX,,Z:— ;
R ]

11) Demonstrati ca :

h)y f(x,y,z)=x"+y*-22"

0z 0z
a) X—+Yy—=2,pentru z=In(x*+xy +
) XtV ay 2P (x* +xy+y?);
4
b) 12+182 4 -Z, pentru z = 2y -
X0x yoy Yy’ X°—y
c) 8_u+a_u+8_u_l pentru u = x+ .
ox 0y 0z y—-12
ou ou ou az+by+cz
d xX—+y—+z—=0,pentru u=——————,3,b,ceR.
) O X yay oz P X +yi+ 7t -
12) Calculati :
a) df (11), daca f(X,y)=—=;b) df (3.4,5), daca f(x,y,z)=—n.
y X +y?
13) Calculati diferentialele de ordinul intai ale urmatoarelor functii:
a) f(x,y):arcsinﬁ b) f(x, y):arctgi+arctg Y
y y X
c) f(x,y,z)=cos(x—2y+z) d) f(x,y,z):ln(x3+y2+z4).

7. Aplicatii ale calculului diferential

1) Sa se determine punctele de extrem local in cazul urmatoarelor functii:

a) f:R>R,f(X)=x>-3x"+3x+2 b) f:R-{-202} >R, f(x)= 7—)

c) f:R—{—2,2}—>R,f(x):3 d f:R>R, f(x)=x%"*

x? -4



2) Sa se determine punctele de extrem pentru urmatoarele functii reale de mai multe variabile reale :
a) f(x,y)=x"+3xy’-15x-12y, X,y € R;
2 2
b) f(xy,z)= x+y—+z—+g,x, y,z2>0;
4x 'y z

c) f(x,y)=x—-2y+Inyx*+y?+3arctg Y X,y>0;
X
d) f(x,y,z)=sinx+siny+sinz-sin(x+y+2),x,y,ze (0,x).

3) Sa se determine punctele de extrem ale urmatoarelor functii :
a) f:R—>R,f(x)=2x>+3x"-12x+5;
4
Vx*+8
c) f:(-Lo) >R, f(X)=x-Inl+Xx);

d) f:R >R f(x)="
X

b) f:R—> R, f(X)=

e) f:R* >R, f(Xy)=X"+Xxy+y*—2x-Vy;
1+x-y

J1+ X2 +y? ’

9) F:R? >R f(x,y)=x*+y*-2x*+4xy-2y*;

h) f:R? >R, f(xy)= (x2 + yz)-e’(xz*yz) :

i) f:R* >R, f(x,y,2)=x"+y*+2° —xy+x-22;

f) f:R* >R, f(xy)=

i f:(R={0}F >R, f(xy,2) :§+§+%+%;

k) f:R® >R, f(x,y, z):znl[(x—ak)2 +(y-b, )’ +(z—ck)2], unde a,,b,.c € R,k=1n.

k=1
8. Derivate si diferentiale ale functiilor compuse.
1) Fiind data functia ¢(x)= f (X +Inx, 1+ xs), x > 0, s se calculeze ¢ '(x) si d(x).
2) Si se calculeze do, stiind ca ¢(x,y) = f(x+ Y+, X4+ Yo+ 22),(x, y,z)e R®.
3) Calculati d ? ¢ in cazul functiei ¢(X,y)= f(ﬁ, xy], (x,y)e R% y #0.
y

1
7.

Q.

- ) .1 o1
4) Sa se arate ca functia (p(x, y) =y-f (Xz— yZ) este solutie a ecuatiei —-@,+—-¢ =
X

5) Determinati derivatele urmatoarelor functii de o variabila reala:
a) o(x)= f (u(x),v(x), w(x)), unde f(u,v,w)=u-+vw, u(x)=ctg x, v(x) = x>+ 3Xx,
si w(x) = In(x2+ 3);

b) @(x)= f (u(x), v(x)), unde f este o functie diferentiabila iar u(x) = e s v(X) = x*~1;



c) u(t):ln[sini],unde X=3t7 y=4t*+1.

Jy

6) Calculati oz si oz daca z = f(u) si u(x,y)= Xy+1.
ox = oy X

7) Sa se calculeze derivatele partiale de primul ordin ale functiei (p(x, y) =f (u (X, y),v(x, y)) daca

f(u,v) = arctg Y u=xsiny,v=xcosy.
v

XZ

. 2y2 i, o .
8) Si se arate ci functia z=e"- | ye®’ | verifici ecuatia :

(= y2) Z e xy 22 _x
Y rax T ey =M

NOTA
Urmatoarele probleme reprezinta cerinte minimale pentru obtinerea notei 5:
- cap.1-ex.1,2,58
- cap.2ex.1
- cap.3-ex.1
- cap.4-ex.1
- cap.5-ex.1
- cap.6-ex.1,2,
- cap.7-ex.2
- cap.8-ex.1



