ANALIZA MATEMATICA 2

Probleme propuse pentru examen

1. Integrale nedefinite si integrale definite: tehnici fundamentale de integrare

1) Sa se calculeze urmatoarele integrale folosind metoda integrarii prin parti (x elcD;):

a)"-lnx b)J‘COS X

c) J-xarcsm X dx; d) Ixcos3x dx;
V1-x?
e) IeaXS|nbxdx, abeR"; f) j\/az—xz dx,aeR".
2) Sa se calculeze urmatoarele integrale folosind metoda substitutiei (schimbarii de
variabild ) :

dx

3
a) j\/zx_j d; b) Iﬁ ;
P D
0 j%dx; )I1+\/_

9) | :Zldx; h) [+ ax.

3) Sa se calculeze urmatoarele integrale de functii rationale si reductibile la functii
rationale :

x dx x4+ 2
c I —
) J‘(x 1)(X-s—1)2 ) '[ x3 —2x?2 ) '[ x4 8x2 8x+15

d) | —————d e) [ _ f
) J.(x2+4x+5)2 ' ) IJ;*% b s xyx2=3x+2 9 ICOS X

4) Folosind metoda integrarii prin parti, sa se calculeze urmatoarele integrale:

a) J.Inxdx; b) J.xln“—xdx

C) lenzxdx; d) Ix +x|n (x+1)dx ;

e) Ixze‘xdx; f) I3Xcosxdx;

0) .[x arcsinx dx; h) Isin(lnx) dx ;

1) I(x2+5x+6)c052x dx ; )] Ixsinxcos3xdx;

xIn(L+x) . xarctgx
dx ; I
‘ I(1+X)2 " ) J-\/1+x



5) Folosind schimbari de variabile adecvate, calculati integralele :
a) Is 3 —4x+1 (3x2 —4)dx;

C J.xln X !
e) J'— dx;
g) JeZX +Inxdx :

- dx
) j—_;
x2 +5x+7

m) J"/":‘/Z?dx,

b) Ix +2x+5.
d) J' xdx .

Inx

)J‘e —l

h J‘ S|n2x

sin? x+3

j) j—m;
1) J‘xe’e*"2 dx;

n Jsin2(5x—2);
p | \/x‘i—a“ dx

s)j\/’;z_%

6) Sa se calculeze urmatoarele integrale de functii ra‘;ionale'

a J‘ 2x+11
x? +6x+l3

C) J‘x +16
e) J‘ x dx

—6x% +11x - 6

g) J'X —X —X

7) Sa se calculeze urmatoarele integrale reductibile la integrale de functii rationale:

a) j 1-3%)dx;
C) J.2+\/—-

e) I\/de;

3x+5
g) J.\/x +x+1

i) J‘ dx

(x+12) X 2+ 2X

k)J'2>‘3e.

m [
2sinX—Ccosx+5

b J‘x +x+1

x? 7x+1

d.[ S
) X2 —3x+2
xdx .

f) J‘x3+1’

h dx .
) J.x3+2x—3’

) ]
d) Imdx;

f) J.x\/gdx;
" f‘xﬁﬁ;
J) J'e +1

e? +1
I) j dx :
X —X

n I .
a2 cos? x + b?sin? x

|)I

x+l

X+X



8) Sa se calculeze urmatoarele integrale definite :

T,

a)l = _[ezx cos X dx ;
0
2

1
C) l4= J.(ler—lJ e Xdx;
X

X dx

E) |5:
(2 x2 +1N X% +

Ot—'%“l—i N

b) 1,= arccos—
[

dx,
1+ X2

x\/1 In? x

4

X_dx,
X411

9) Sa se calculeze urmatoarele integrale definite:

e
a) fx arcsin(x2 - 4)dx
J3

¢ 1x2
C) I arccos —de
i} 1+x
2
dx
e) .[

o a” +b? —2abcos x
v

g)jeX sin? xdx
0

7
i) J'cosn xax
0

b) j—dm X

lx@ Jinxf

d) I arcsin —ldx

wlZix +li
7

) jln(1+tgx)dx

’7
h) Ism xdx

% 4 2
. . X< dx

2. Integrale improprii si integrale cu parametru

1) Sa se cerceteze convergenta integralelor :

a) J“” dx

0x+1

c)J' ;
‘1x3x 2x1

b) J-:e‘sxdx;
d)j & s,

2) Sa se studieze convergenta urmatoarelor integrale improprii :

a) J'“’ X dx :
1

X2 +1

C)J‘ arctgxdx;
0 X

0 d .
b) Iz x2‘x2X+1i '

1 dx
d j =
) 0 x345x%2

3) Sase calculeze urmatoarele integrale cu parametru :

a)jwe 7 i a0

O [,%

smlnx)dx ab>0 d)J.

deae( 11)

smbx sincx)dx,a>0,b,ceR.



4) Sa se cerceteze convergenta urmatoarelor integrale:

a) Te“xdx,i >0; b)Te‘dex;
arctgx .
9 '[ 1+ x2 9 '[1+ x?
e) jxcos x2dx; jm—xdx
g)-[xlnx. h)_[e‘“" cos 3 xdx;
i [2rex i) ,
j(1+x )/ J.1+ x?

5) Sa se cerceteze convergenta integralelor improprn de speta a II-a:

b)J' arcsin X

N

b
c)j X8 4x,a < b; d)j X784y a<c<b;
2 Vb . b—x

3
a) J'(x—l)f%dx;
1

2 1
dx
e) | —; f) [ Inxdx;
'1[x\/3x2—2x—1 '[
€os 3x
g)J‘xlnx )-([2+cosx
6) Sa se calculeze:
2
dx cosx
a ; b
);i;azcoszx+bzsin2x )Jsm x —cos® x
7) Sa se calculeze integralele cu parametru:
1 ¥ % :
a)jx dx,a > 0,b > 0; b)jln[wjﬁwma
0 o \a—bsinx/sinx
7 7
9 jln[l tcosxj <t d) Iarctg(t.tgx)dx | <1
o \l+tcosxjcosx tgx
T arctg (tx rct in x
) [In{1—2tcos x+ 2 Jix,t| < ; f)j 9(%) g )jacg(“s ) dx.
0 o X(L+x° ) sin x

3. Integrale curbilinii

1) Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de speta intai :

a) J' ds
C Jx%+y%ia

0(0,0) st A(1, 2) ;

unde C este segmentul de dreapta ce leaga punctele



b) Icyzds, unde C este arcul de cicloidd definit parametric prin
X=t—Sint,y=l—cost,te{o,%};

C) IC\/2y2+ z?2ds, unde C este cercul determinat ca intersectie intre sfera
x2 +y?+z% =a%siplanul x = y;

d) Lx ds, unde C:{(x,y)e R2/|x|+|y|:1};

e) I (x+y)ds, unde c = {(x,y)e R?/ x% +4 y? =1}.
C
2) Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de speta a doua :

a)I 2xy)dx+ 2XY +Y )dy, unde C este arcul de parabola y=x2 xe[12];

b)J' X+ydx X~ y)dy, unde C este cercul de ecuatie x%+y?=a%, parcurs in sens
X2 +y?

trlgonometrlc.
C) IC (y—2z)dx+(z-x) dy+(x—y)dz, unde C este o spira a elicei de ecuatii parametrice:

x(t) = a cost
(E) {y(t)=asint, ab>, te[0,2z];
2(t)=bt
3) Sa se calculeze integralele curbilinii de speta a doua de mai jos, demonstrand in
prealabil ca sunt independente de drum :

a) IAB(H ydx+dy), unde A(0,0) si B(1,1);
b)J‘ yzdx+zxdy+xydz, unde A(1,1,0) si B(2,3,1);
AB

4) Sa se calculeze integralele curbilinii de speta intai:

2

a) 1= j (x+y)ds, C: arcul cercului de ecuatie x?+y?+2z2=r?y=x, situat in primul octant si

parcurs in sensul crescétor al lui z.
2
b) 1 :I xyzds, C: arcul cercului de ecuatii x?+y?+22 =r? x? +y? :rT’ situat in primul
C
octant §i parcurs in sensul crescator al lui y.

C) I:I ye*ds, C este curba definitd parametric de ecuatiile x=In@+t?),y="2arctgt-t,

te[0]].
Yy

d) 1= J. xyds, unde C este arcul din primul cadran al elipsei de ecua‘;le —+ P
a’
C
j y?ds, unde C este definitd parametric de ecuatiile x=acos®t,y=asin®t,t <[0,27]
C



f) 1 :I z (x> +y?)ds, unde C este definitd parametric de ecuatiile x=tcost,y =tsint,z =t,
C
te[0]].

5) Sa se calculeze integralele curbilinii de speta a II a:

a) ISxydx—yzdy C—{(x,y)|y:2x2,XG[0,2]};

b) IXdy YO, ey ={x y)IxE +y? a2}, Cz—{( y)l—2 Z—2=}

_x+y a

Co={xy)Ix% +y% =a%}, C, = ABCD (linie poligonald), unde A(1,0),
B(1,1), C(-1,1), D(-1,0) sau A(-1,0), B(L,-1), C(-1,-1), D(-1,0);

C) I (xy + x+ y)dx+ (xy + x—y)dy, C:{(x, y)|x2+y2 :4x};

d) j (y2 + 2xz)dx + 2y(x+z)dy+(x2+y2)dz,

¢
C, ={(x.y,z)| x=acost,y =bsint,z =ct,t [0,27]}, C, = AB, A(a,0,0), B(2a,b,c);
e) | (2a—y)dx+xdy, C_={(x,y)|x=a(t —sint),y =a(l-cost),t € [0,27]};

C_

f) I d—yx—\/gdy, C+:{(x,y)|x2+y2—2x=0,y20};
C+

) J‘ﬂ C este arcul elipsei X+ ¥ —1 ntre A(3,0), B(0,2);
g ! X+31 p 9 4 - B B > ’

h) I (y + 2)dx+ (x+2)dy—(x+ y)dz,

C={xv,2)| x=a(cost +tsint), y =a(sint —tcost), z = t,t [0,27]};
) I(3x2+6y)dx—14yzdy+ 20xz2dz, unde :

C={xy.2)Ix=ty=t2,2=t%tpon};
6) Sa se arate ca integralele curbilinii de mai jos sunt independente de drum si apoi sa se
calculeze:

Y y
a) I:J- 2XA-8) gy, ® sdy;

5 1+ x%)? 1+x

b) 1= I (e‘y+3x2y2)dx+(2x3y—xe‘y)dy;
AB

) I= I (10x4—2xy3)dx—3x2y2dy;
AB

d) 1= I(yz—Z)dx+(3+ xz )dy + (L+ xy)dz ;

AB



4. Integrale duble
1) Sa se calculeze urmatoarele integrale duble :

a) H xydxdy , domeniul D fiind limitat de parabola y=x2 si dreapta y=2x+3 ;
D

b) 'U . Jxy-y?dxdy, unde D este suprafata triunghiulara OAB de varfuri O(0,0), A(10, 1)
si B(1,1);

C) J] (1-y)dxdy, unde D:x?+y? <2y,y<x? x=>0.
D

d) Iijyzdxdy, unde D:x%+y’<R? y=0;

2) Cu ajutorul unor schimbari de variabile adecvate, sa se calculeze urmatoarele integrale

duble :

a) H e+ dxdy, unde D:x2+y?<a?;
D

2 2

X .
b) HD(Xer)dxdy, unde D:a—2+g_231,

3) Folosind formula lui Green, sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii :
a) .[Cz(x2+y2)dx+(x+ yfdy, unde C este perimetrul triunghiului ABC de varfuri A(1, 1),

B(2,2) 51 C(1,3);
b) j (x—y)dx+dy, unde C este frontiera domeniului D:x2 +y? <2x, y=>0.
C

4) Sa se calculeze urmatoarele integrale duble:

a) ﬂ < dxdy, unde D este un dreptunghi de laturi x =0,y =0; x =1, y =1.
b 1+ y2

b) ﬂ —Y___4xdy, unde D este un dreptunghi de laturi x = 0, y = 0; x=1, y =1.
D (1+ X2 +y?[?

c) ﬂ J4x2 —y2dxdy, unde D este domeniul limitatdey =x,y =0,y = 1.
D

2
d) H X_dx dy, unde D este domeniul limitat de curbele y = x y:%,x e[1.2].
y
D

2x s
e) || -—=——=dx dy, unde D este domeniul limitat de curbele: y =x, y =0, y=1.
J.J Vi+ y2 —x*
5) Utilizand formula lui Green, sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii, pe
curbele C inchise, parcurse in sens direct:

a) J'C ,/x2+y2dx+y[xy+ln(x+,/x2+y2ﬂdy, unde C este conturul dreptunghiului

D =[14]x[0,2];
b) I e* Y’ (Lydx+xdy), unde C este cercul de ecuatie x%+y?=1;
C



2 2
c) Ic(xy— y)dx+(xy+x)dy, unde C este frontiera domeniului plan b = {(x, y) %H’—Z <1} ;

o

d) I Yx2+y? dx+y{xy+ln(x+,/x2+ yzﬂ dy, unde C este curba definitd parametric prin:
C
x =1+cost,y =1+sint, t €[0,27].

5. Integrale de suprafata

1) Sa se calculeze urmatoarele integrale de suprafatd de prima speta :
a) H (x+y+2z)do, unde S este suprafata cubului S={(x,y,z)/0<x,y,z<1}.
S

2
b) H Vx?+y?do, unde S este suprafata laterald a conului de ecuatie x*+y? =ZT’
S

cuprinsa intre planele z= 0 si z = 2;
c) H 22do, unde S: x=ucosv,y =usinv,z=3u,u €[01]ve[0,27] .
s
d) J] (x2+ yz)da, unde S este sfera de ecuatie x?+y?+z%=a?.
s

2) Sa se calculeze urmatoarele integrale de suprafata de speta a doua :
a) H (y—z)dydz+(z—x)dzdx+(x—y)dxdy, unde S este fata exterioara inchisa a conului
S

z=4x*+y?,z¢[0]].

b) H x?dydz+ y?dzdx+z?dxdy, unde S este fata exterioara a semisferei x?
S

+y2+22:a2,220.

3) Calculati urmatoarele integrale curbilinii folosind formula lui Stokes :
a) J.C(y+ z)dx+(z+x)dy + (x+ y)dz, unde C este cercul de ecuatie :

2 2

C:x2+y2+z =a“,Xx+y+z=0,

b) J.C xdx+ (x+y)y+(x+y+z)dz, unde C este curba data parametric prin

C:x=asint,y =acost,z = a(sint +cost) t [0,27];
4) Sa se calculeze urmatoarele integrale de suprafata de speta intai :
a) H (x+y+2z)do, Unde s ={(x, y,2)/ x% +y? +2? :az,zzo};

S

b) _nyzda, unde S:{(x,y,z)/x2+y2+zz=a2,x,y,220};
S

C) J:sz+y2 do, unde S:{(x, Y, 2)I X% +y? =4,y20,26[0,5]};
S

d) _U\laz—xz—yzdcr, unde Sz{(x, y,z)/z:,/az—xz—yz};
S

e) ” (xy+yz+zx)do, unde S este porfiunea suprafetei conice z=4/x*>+y? decupatd de
S

suprafata x?+y? =2ax;



5) Sa se calculeze urmatoarele integrale de suprafata de speta a doua :
a) H xdydz+ydzdx+zdxdy, unde S este fata exterioari a sferei de ecuatie
S

x2+y?+z2% =a?;
dydz dxdz dxd
b) ” ez, ; + zy

,unde S este fata exterioara a elipsoidului de ecuatie

X2
—+

|~<
N
N

2
+—=1
a? b? c?

6. Integrale triple

1) Sa se calculeze urmatoarele integrale triple :
a) '[U x3y?zdv ,unde V : 0<x<1,0<y<x,0<z<xy,
\Y
X2 yr 72 .
b) .[U v, unde Vo o b B

C) Iﬂ x+y+zf dv, unde V este partea comuna a sferei x?+y?+z2 =3a2si paraboloidului
\%

x2+y%=2az;
d)m J2y2+22 dv,unde Vi x% +y? + 2% <R?;
\Y

2) Sa se calculeze cu ajutorul formulei Gauss-Ostrogradski urmatoarele integrale de
suprafata :

a) .U x?dydz+ y2dzdx+z?dxdy, S fiind fata exterioara a sferei x?+y?+z2=a?;
S

b) H xdydz+ ydzdx+zdxdy, S fiind fata exterioard a tetraedrului limitat de planele x = 0,
S

y=0,z=0six+y+z=a.
3) Sa se calculeze urmatoarele integrale triple:

J-“- dxdydz ={(x,y,z)|X,y,ZZO,X+y+231};
A+x+y+2)°>

b) .m.xydxdydz, Dz{(x, ¥,2)% Y, 220,2<1,x% +y? sl};

D
c) ”Ixyzdxdydz , D:{(x, ¥.2) %, Y,220,x2 +y? + 22 sl};
D

2 2 2
d X% +y2 +2%)dxdydz , D=1<(x,y,2)| X, y,z> 0, +y—+z—s1
)jij( y? +2%)dxdy (y2)xy 220747+
4) Sa se calculeze cu ajutorul formulei Gauss-Ostrogradski urmatoarele integrale de
suprafata :
a) H x? dydz+y?dzdx+z2%dxdy, unde S este frontiera domeniului  spatial
S
v =[0,a]x[0,a]x[0,a} a>0;

b) H x3 dydz+ y3dzdx+z3dxdy , unde S este sfera x* +y?+z% =a?;
S



7. Ecuatii diferentiale
7.1) Ecuatii cu variabile separabile:

a) y'=x- 25"

d) yy'+(@1+ y*)sinx =0
e) lzy’—eXB’yz =0
X
f) X1+ y?dx+ yV1+x*dy =0
9) (y> +Ddx+(2x+1)y’dy =0
7.2) Ecuatii omogene:
y
a) y':lJreX
X

y

b) xy' =y—xe*
2X —
0 y=-""7

X+ 2y
d) xy'=y+yy* -x’
e) 2x+y =(4x—-y)y’

f) (x* +y?)dy +2xydx =0
7.3) Ecuatii reductibile la omogene:

a)y'=

X-y
. 2Xx+3y+1
C4x+6y+1
_2x-y-1
_3x—y—2
d) y’=w,cu —4x-y+5%0
—-4X-y+5
e) Bx—7y-3)y'+7x-3y-7=0
f) 2(x—2y+1)dx+ (5x—y—-4)dy =0
7.4) Ecuatii liniare:
2) y,:x+y

b) y

Q)Y

2x-1

.3
b) y+—y=—"73
X X

C) Y +2xy+x—e X =0



d) y'+£y—xsinx:0
X

7.5) Ecuatii Bernoulli si Riccati:
a) y'=xy+xy*

b) y'= ycos X+ y?* cos X

C) xy'+y+x’y’e* =0

Y
d) y+==
)y X X2y2
e) y +y’sinx—2 Sil’12X =0,y, = !
COos™ X COos X
f) y'=y? —2e*y+e* +e*, y, =¢"
, 4
9) y'-—y=xJy

7.6) Ecuatii diferentiale liniare de ordinul n
a) x’y" —5xy’ +8y = x
b)y"+2y' +2y =xe ™ +e ™" cos X
c) y¥ —5y"+4y=0

dy? -y? -y +y=¢

e) y —4y' +4y=0

ly +y+3y=0

g) y -8y +15y=0

h) y"+y +2y=0

) y"+7y'+6y=0

i) Y =5y +6y=6x>-10x+2
k) 3y" -2y’ —y=x’

NOTA
Urmatoarele probleme reprezinta cerinte minimale pentru
obtinerea notei 5:

- cap.1-ex.1,2,3,8

- cap.2-ex.1,2

- cap.3-ex.1,2,3

- cap.4-ex.1,2
1,2

- cap. 7 - ex.






